STK 1130 våren 2007 Oblig

Dette er oppgavesettet for det obligatoriske innleveringsprosjektet for kurset STK 1130. Det legges ut fredag 23/iii/7, og leveringsfrist er fredag 13/iv/7, til instituttkontoret ved Matematisk institutt, senest kl. 14:25. Denne setningen regner med å bli lest i tide, og melder at kursets Oblig formelt består av oppgavene 1, 2, 3, 4. Oppgave 5 håper også å bli arbeidet med, men er av kategori «frivillig», der studenten kan levere inn løsning av så mange punkter man rekker. Du kan levere tekstbehandlet eller håndskrevet besvarelse. Skriv navnet ditt på første side.

Oppgave 1 En enkel sykdomsmodell er av følgende type: et individ er for det meste av tiden i normaltilstand, kalt 0, men av og til rammes individet av «begynnende sykdom», kalt tilstand 1, med påfølgende «avtagende sykdom», kalt tilstand 2, før individet igjen er tilbake i normaltilstand 0. Det antas at individets tilstandsprosess X_0, X_1, X_2, . . . over tidspunkter 0, 1, 2, . . . følger en tidshomogen Markovkjedemodell med overgangsmatrise P = 1 − p_0 0 p_2 p_0 1 − p_1 0 0 p_1 1 − p_2 ,

for visse parameterverdier p_0, p_1, p_2. (Gjennomgående friske individer har altså en p_0 betydelig mindre enn p_1 og p_2.) For å gjøre bildet konkret tenker vi oss at tiden angis og telles i dager.

I denne oppgaven kan du (om du trenger det) benytte at hvis M er geometrisk fordelt, med punktsannsynligheter (1 − p)^{m−1}p for m = 1, 2, 3, . . ., så er forventning og varians lik henholdsvis 1/p og (1 − p)/p^2.

(a) Hvis en mann med friskhetsparameter p_0 = 0.02 ikke er syk 1. januar, hva er sannsynligheten for at han holder seg frisk i hele januar, februar og mars?

(b) Anta X_0 = 0, og la T_0 være tiden til individet første gang er «begynnende syk» (altså det første tidspunkt der X_n = 1). Finn fordelingen til T_0 og sett opp dens forventningsverdi.

(c) La T være den tid det tar å tilbakelegge en «full syklus», fra start i tilstand 0 ved tid 0 til individet etter å ha gjennomgått sykdommens del 1 og del 2 er tilbake i normaltilstanden. Finn forventning og varians for T .

(d) Finn stasjonærsannsynlighetene π_0, π_1, π_2 for kjeden (uttrykt ved p_0, p_1, p_2). (e) La B_n være antall ganger vår mann har vært syk (altså begynnende syk eller avtagende syk) i løpet av de n første dager (det antas stadig at han var frisk da prosessen startet). Finn grensen for E(B_n/n) når n vokser. Finn også ut hva som skjer med Var (B_n/n), og kommenter resultatet.

Oppgave 2

Poissonprosessen er fundamental i mange anvendte fagområder. La {X(t): t ≥ 0} være en slik prosess, med rate λ.

(a) For s ≤ t, finn fordelingen til X(s) gitt at X(t) = n. Finn også betinget forventning og betinget varians for X(s) gitt X(t).

(b) Finn forventning og varians til X(^1_2 t) gitt at X(t) = 100, og dernest forventning og varians til X(t) gitt at X(^1_2 t) = 50.

(c) La W_1 < W_2 < W_3 < · · · betegne tidspunktene for Poissonhendelsene, med ventetider (inter-event times) T_1 = W_1, T_2 = W_2 − W_1, T_3 = W_3 − W_2 og så videre; det er i kjernepensum at disse ventetidene er uavhengige og eksponensielt fordelte med parameter λ. Finn forventning og varians for W_{10}. Finn videre sannsynligheten for at T_1 > 10, og for at T_2 > 20.

(d) Anta nå at prosessen blir observert ikke i et på forhånd planlagt tidspunkt, men derimot i tidspunktet U, der U er eksponensielt forldet med parameter 1 (altså med tetthet på formen e^{−u} for u > 0). Finn forventning og varians for X(U), samt dens eksakte sannsynlighetsfordeling.

(e) Man vil estimere antall sommerfugler av den sjeldne art Almostus Extinctus, i et bestemt område nær bredden av den store, grågrønne, grumsede Limpopo-flod, hvor febertrærne gror. La X(t) være antallet av disse som passerer observatørens definerte kikkerområde, og anta at de ankommer som etter en Poissonprosess med rate λ pr. uke. De er imidlertid vanskelige å få øye på, så observatøren ser bare Y (t) av disse; for hver sommerfugl som flyr forbi er sjansen 1 − p for at han går glipp av hendelsen. Finn fordelingen til Y (t).

(f) Man ville egentlig gjerne vite hva X(t) er, i forrige punkts ramme, men må altså ta til takke med Y (t). Finn derfor fordelingen til X(t) gitt Y (t) = y. Hvis man har observerert Y (t) = 4 i løpet av en uke, og λ = 10, med p = 0.10, hva er da ditt beste gjett på antallet X(t)?

Oppgave 3

Studenter og kolleger oppsøker en viss professor Nilsen i henhold til en Poissonprosess med rate λ = 3 pr. døgn. Tiden det tar å få studentene eller kollegene ut av døren igjen varierer fra kasus til kasus, men samtalelengdene kan anses uavhengige og eksponensielt fordelte med parameter μ = 12 pr. døgn. Lengden av den kø som befinner seg utenfor professorens kontor ved tidspunkt t kaller vi X(t). Som en realistisk approksimasjon ser vi i denne oppgave bort fra pauser og arbeidstidsbeskrankninger.

(a) Forklar hvorfor {X(t): t ≥ 0} danner en fødsels- og dødsprosess, og finn dens infinitesimale generator (matrisen Q med de deriverte p^′_{j,i}(0)).

(b) Vis at stasjonærfordelingen (eller likevektsfordelingen) for prosessen blir

π_j = (1 − ρ)ρ^j for j = 0, 1, 2, . . . ,

hvor ρ = λ/μ. Hva er sannsynligheten for at en tilfeldig ankommende student eller kollega treffer Nilsen i et ledig øyeblikk?

(c) La W være den tid det tar for en ankommende student eller kollega å nå frem til og dernest samtale ferdig med professor Nilsen. Hvis det er j personer foran henne i samme ærend er altså W = V_1 + · · · + V_j + V_0, der V_1, . . . , V_j er samtaletidene for de j personene og V_0 den nødvendige konferansetid for henne selv. Finn forventningen til W , ved først å betinge med hensyn på antallet personer foran henne ved ankomsttidspunktet.

(d) Den momentgenererende funksjon for en eksponensielt fordelt variabel med parameter μ er M(t) = E e^{tV} =

∫_∞ 0 μe^{−(μ−t)v} dv = μ μ − t for t < μ.

Finn sannsynlighetsfordelingen for W fra forrige punkt, ved hjelp av momentgenererende funksjoner.

Den brøkdel av Nilsens tilmålte tid han kan anvende til egne forskningsprosjekter er altså π_0 = 1 − ρ = 3/4. Anta nå at det ledige professoratet ved avdelingen blir besatt av en person med analoge egenskaper, slik at Poissonstrømmen av studenter og kolleger nå får to like attraktive personer å henvende seg til. La Y (t) være antall studenter eller kolleger som ved tidspunkt t venter på tur for samtale med enten Nilsen eller hans nye kollega.

(e) Skriv opp parametrene for denne nye fødsels- og dødsprosessen. Den får en ny likevektsfordeling med visse π^′_j , for j = 0, 1, 2, . . .. Nilsen interesserer seg særlig for parameteren p_{alene}, den brøkdel av tiden han kan være alene på sitt kontor. Forklar hvorfor p_{alene} = π^′_0 +^1_2 π^′_1, og finn denne.

Oppgave 4 Datamaskinen på min pult er en del av et større nettverk, og av diverse for den skrivende impenetrable beveggrunner støtes den av og til ut i en «nede»-tilstand, etter hvilken de nødvendige forbedringer og modifikasjoner tilsynelatende utføres og maskinen er «oppe» igjen. La dette motivere følgende enkle Markovske tilstandsmodell for prosessen X(t) i {0, 1}, der «1» betyr «oppe» og «0» betyr «nede». Vi antar at modellen er tidsstasjonær med overgangssannsynligheter p_{i,j} (t) karakterisert ved at

p_{1,0}(Δt) = 20λΔt + o(Δt) og p_{0,1}(Δt) = λΔt + o(Δt),

for passende intensitetsparameter λ.

(a) Finn fordelingen til den stokastiske tid V_0 det tar min maskin å komme opp igjen, fra det sekund den styrtes ut i nedetilstandens mørke. Finn forventing og median for V_0-fordelingen.

(b) Finn lim_{t→∞} p_{i,j} (t) for i, j = 0, 1.

(c) Sett opp et sett differensialligninger for p_{i,j} (t)-ene. Finn p_{0,0}(t), ved å løse disse, eller på annen måte.

(d) La R_0(T ) være den brøkdel av tidsrommet [0, T ] der maskinen min har vært «nede».

Finn ut hva som skjer med R_0(T ) når T skrider mot uendelig.

Oppgave 5

Vi studerer en tilfeldig gang-prosess på de naturlige tall {0, ±1, ±2, . . .} med overgangssannsynligheter p_{i−1,i} = q og p_{i+1,i} = p, der p + q = 1. (a) Vis at p^{(2n)}_{0,0} =

(_{2n} n ) (pq)^n. Vis også, ved hjelp av Stirlings formel, at p^{(2n)}_{0,0} kan approksimeres av (4pq)^n/ √ πn. (b) Vis at alle tilstander er nullrekurrente dersom p = q =^1_2 , men derimot transiente dersom p ≠^1_2 .

(c) For å få frem mer eksplisitte og eksakte resultater trenger man en formel for G(x) = ∑_∞ n=0 (_{2n} n ) x^n. Vis at G^′(x) = 2G(x) + 4xG^′(x), bruk dette til å finne den deriverte av log G(x), og utled fra dette at ∞∑ n=0 ( 2n n ) x^n = 1 √ 1 − 4x for |x| <^1_4 .

[Gratis bonusformel: 1 −

(_2 1 )_1 4 + (_4 2 ) (^1_4 )^2 −

(_6 3 ) (^1_4 )^3 + · · · = 1/ √ 2.] Vis dessuten, ved å finne de suksessive deriverte av funksjonen, at

(1 − x)^{1/2} = 1 − ∞∑ n=1 ( 2n n ) 1 2n − 1

(^1_4 x)^n for |x| < 1.

(d) Vis at den genererende funksjonen for p^{(n)}_{0,0} -sekvensen blir P_{0,0}(s) = (1 − 4pqs^2)^{−1/2}, og vis at forventet antall fremtidige besøk i tilstand 0, gitt at prosessen starter i 0, er lik E{N_0 | X_0 = 0} = 1 |1 − 2p|

− 1 =

{_{2p}

1−2p , hvis p ≤ 1 2 , 2(1−p) 2p−1 , hvis p ≥ 1 2 . (e) Vis så at den genererende funksjonen for f^{(n)}_{0,0} -ene blir F_{0,0}(s) = 1 − (1 − 4pqs^2)^{1/2}, og utled videre at f^{(2n)}_{0,0} = ( 2n n ) 1 2n − 1

(pq)^n for n ≥ 1.

Hva er sannsynligheten for at prosessen noensinne skal returnere til origo, hvis den starter der?

(f) I det symmetriske tilfellet p = q =^1_2 er tilbakekomsttiden T_0 = min{n ≥ 1: X_n = 0} endelig, med sannsynlighet 1. Vis at tiden kan falle lang: E{T_0 | X_0 = 0} = ∞.

(g) Hvor lenge må jeg vente? Jeg slipper løs en symmetrisk tilfeldig gang i origo ved tidspunkt 0, og vet altså at prosessen kommer tilbake, før eller siden. Finn mediantiden, og videre 90%-kvantilen, 95%-kvantilen, og 99%-kvantilen. Kommenter svarene.

(h) I det asymmetriske tilfellet p ≠^1_2 er altså T_0 endelig, med en viss sannsynlighet (funnet i (e)), eller uendelig, med den komplementære sannsynlighet. Hva blir forventet tilbakekomsttid, gitt at prosessen faktisk kommer tilbake?

(i) For vilkårlig p, beregn

lim_{n→∞} P{−1000 ≤ X_n ≤ 1000 | X_0 = 0},

og kommenter svaret og dets konsekvenser.

(j) La nå p være en tanke større enn^1_2 . Igjen slipper jeg kjeden løs i origo ved tidspunkt 0, og vet at prosessen kanskje aldri kommer tilbake. Men jeg kan håpe at den gjør det, og er villig til å vente en god stund før jeg eventuelt gir opp. Finn et uttrykk for sannsynligheten for at prosessen har forsvunnet for alltid, gitt at den ikke har vist seg i origo i løpet av de første 2n tidsenheter.

(k) La situasjonen være som i foregående punkt, og anta for dette punktets vedkommende at p = 0.53. Sannsynligheten for at prosessen er forsvunnet for godt øker, jo lengre tid jeg har ventet uten at prosessen har vist seg i utgangsposisjonen (origo). Jeg er villig til å vente inntil denne sannsynligheten er blitt 0.99. Når bør jeg gi opp (og gå til sengs)?

(l) Finn p^{(2n+1)}_{1,0} og deretter en formel for P_{1,0}(s). Hva blir E{N_1 | X_0 = 0}, hvor N_1 er antall fremtidige besøk i tilstand 1?

(m) Som kjent er P_{j,i}(s) = F_{j,i}(s)P_{j,j}(s) for i ≠ j. Finn F_{1,0}(s) og P_{1,0}(s). Finn sannsynligheten for at prosessen, etter å ha startet i tilstand 0, i det hele tatt vil besøke tilstand 1.

(n) Finn sannsynligheten f_{100,0} for at prosessen etter start i 0 før eller siden skal nå frem til tilstand 100.

Nils Lid Hjort