STK 1130 våren 2007

Ekstra-oppgaver

1. Regelen om «dobbeltforventning» Dersom (X, Y ) er et par av stokastiske variable, gjelder formelen

E X = E E(X | Y ). (1)

Høyre-siden er å forstå som E h(Y ), der h(y) er funksjonen definert som E(X | Y = y). (a) Dette punktet består i å vise at formelen (1) holder, og å forstå hva den innebærer og henger samme med, for det tilfelle at X og Y er diskret fordelte, med en eller annen simultan sannsynlighetsfordeling

f(x, y) = P{X = x, Y = y}.

Vis altså (1), der ditt bevis formodentlig vil involvere

f_1(x) = � y f(x, y), f_2(y) = � x f(x, y), f_1(x | y) = f(x, y) f_2(y) .

(b) Vis «regelen om dobbeltvarians»,

Var X = E Var(X | Y ) + Var E(X | Y ), (2)

fra (1).

(c) Som en enkel anvendelse, anta at X for gitt N = n er binomisk (n, p), og at variabelen N er Poisson λ. Vis at X har forventning og varians lik λp. Kommenter dette svaret.

2. Er gutt-jente-sannsynlighetene konstante?

Teller man jente- og gutte-fødsler her i verden, kommer man stort sett frem til at brøkdelene er ca. 0.485 and 0.515, i de fleste samfunn, og til de fleste tider. Men dette er «de store gjennomsnittstall», og vi skal frem til den interessante oppdagelse at jente-gutt-sannsynlighetene varierer noe fra familie til familie.

(a) Anta at X er binomisk (m, p) for gitt p, men at p selv er en variabel størrelse fra kasus til kasus. Vi tenker oss at p har en sannsynlighetsfordeling med forventning p_0 og standardavvik σ_0. Vis da formlene

E X = mp_0 og Var X = mp_0(1 − p_0) + m(m − 1)σ^2_0.

Tilfellet σ_0 = 0 svarer altså til at p er helt konstant i populasjonen, hvilket betyr at X ∼ Bin(m, p_0), mens leddet m(m − 1)σ^2_0 svarer til «ekstra-binomisk variasjon» om σ_0 er positiv.

(b) Et interessant datamateriale beskrives av A. Geißler i hans 1889-artikkel Beiträge zur Frage des Geschlechtsverhältnisses der Geborenen (Zeitschrift des Königlichen Sächsisches Statistisches Bureau 35, 1–24). Fra dette materialet har jeg laget nedenstående tabell, som handler om antall piker av de første åtte fødte barn, i tilsammen n = 38491 familier.

x N binomisk
0 264 192.27
1 1655 1445.05
2 4948 4751.47
3 8494 8927.62
4 10263 10483.92
5 7603 7879.38
6 3951 3701.18
7 1152 993.46
8 161 116.66

Det er altså 264 av disse familiene som har 0 piker blant de første 8 barn; 1655 som har 1 pike; osv. Anta i dette punktet at antall piker X av åtte barn i en familie er perfekt binomisk (8, p), med den samme p i alle familier. Estimer p (jeg finner ^p = 0.484), og vis hvordan dette leder til de predikerte antall listet opp over under binomisk. Kommenter forskjellene mellom (binomisk) teori og empiri.

(c) Undersøk så hva antagelsen om at p-ene ikke er konstante, fra familie til familie, medfører, ved å estimere senter og spredning i den underliggende sannsynlighetsfordeling. Synspunktet er altså at de n = 38491 familiene har (ikke-observerbare) pikesannsynligheter p_1, . . . , p_n, som varierer. Gi et intervall som skal inneholde ca. 95% av alle p-er (ihvertfall i Sachsen-området pr. slutten av det nittende århundre).

3. Store talls lov og sentralgrenseteoremet (eksamensoppgave 1 fra STK 2000, høsten 2006)

Det er lite som er «likt fordelt» i verden, men de såkalte «random generators» pretenderer å oppnå nettopp dette. Om algoritmene virker skal (pseudo-)observasjoner X_1, X_2, X_3, . . . genereres slik at disse er stokastisk uavhengige med samme uniforme fordeling over [0, 1], det vil si P{X_i ∈ [a, b]} = b − a for alle intervaller [a, b] i [0, 1]. I punktene under skal det antas as X_i-ene oppfører seg på denne måten.

(a) Forklar presist hva de store talls lov (the law of large numbers) sier med hensyn til oppførselen av gjennomsnittet X̄_n av de n første observasjoner.

(b) La p være sannsynligheten for at X̄_{100} havner mellom 0.45 og 0.55. Bruk sentralgrenseteoremet (the central limit theorem) til å gi en approksimasjon til p. Svaret kan oppgis ved hjelp av den kumulative normalfordelingsfunksjonen Φ(u) = P{N(0, 1) ≤ u} (siden kandidatene ikke har med seg normalfordelingstabell eller computer på eksamen).

(c) Når n vokser vil den stokastiske tallfølgen

Z_n = exp � 1 n n� i=1 � X_i �

konvergere i sannsynlighet mot et bestemt tall. Hvilket?