Ramsey-tall

1 Den probabilistiske metode

Den probabilistiske metode kan kort beskrives slik: For å vise at et objekt med en (u)ønsket egenskap finnes, konstruerer vi et sannsynlighetsrom, og viser at et tilfeldig element i dette sannsynlighetsrommet har egenskapen med positiv (⪈ 0) sannsynlighet.

Vi vet da at objektet eksisterer, men vet ikke noe om hvordan det ser ut eller hvordan det evt. skal konstrueres. Beviset er altså eksistensielt, ikke konstruktivt.

2 Ramsey-tall

Definisjon 1. Ramsey-tallet R(k, l) er det minste tallet n slik at det i enhver 2-fargelegging (rød og blå) av kantene i K_n (den komplette grafen på n noder), enten er en rød K_k eller en blå K_l.

Vi skal se på de såkalte diagonale Ramsey-tallene (tall på formen R(k, k)), og bruke den probabilistiske metode for å finne en nedre grense for disse tallene.

Teorem 1 (Erdös). Hvis

(_n k ) 2^{1−}(^{k2}) < 1, så er R(k, k) > n. Derfor er R(k, k) ≥ 2^{k2} , for alle k ≥ 3.

Bevis. Beviset er todelt; vi viser først at R(k, k) > n hvis

(_n k ) 2^{1−}(^{k2}) < 1.

Start med en K_n, og fargelegg kantene i denne med rød og blå. Fargen en kant får velges tilfeldig, med sannsynlighet^1_2 for hver av fargene.

La R være en vilkårlig mengde med k noder i K_n, og La A_R være hendelsen R er ensfarget.

P (A_R) = P (R er rød) + P (R er blå) = 1 2 (^k_2) + 1 2 (^k_2)

= 2 · 2^−(^{k2}) = 2^{1−}(^{k2}) .

(Det er

(_k 2 ) kanter i K_k, og fargene velges med sannsynlighet^1_2 .)

La B være hendelsen det finnes en ensfarget K_k i vår fargelagte K_n. Da er

P (B) = ( n k ) 2^{1−}(^{k2}) .

(Sannsynligheten for at en K_k er ensfarget er 2^{1−}(^{k2}), og det er

(_n k ) K_ker i en K_n.)

Hvis P (B) < 1, så er P (B̄ > 0). Det vil si at hvis sannsynlighten for B (minst en ensfarget K_k finnes) er mindre enn 1, så er sannynligheten for B̄ (ingen ensfarget K_k finnes) større enn 0. Hvis det finnes en fargelegging av K_n uten ensfargede K_k, må R(k, k) ≥ n.

Andre del av beviset består nå i vise hvilke n som gir

(_n k ) 2^{1−}(^{k2}) < 1. Vi skriver først om uttrykket litt (bruker

(_n k ) ≤^{nk}_{k!} , og

(_k 2 ) =^1_2 (k − 1)k): ( n k ) 2^{1−}(^{k2}) = ( n k ) 2^{1− 12 (k−1)k} = ( n k ) 2^{1− k22 + k2} = ( n k ) 2^{1+ k2} 2^{k2}2 ≤ n^k · 2^{1+ k2} k! · 2^{k2}2 . Med n = ⌊2^{k2} ⌋, får vi (2^{k2} )^k · 2^{1+ k2} k! · 2^{k2}2 = 2^{k22} · 2^{1+ k2} k! · 2^{k2}2 = 2^{1+ k2} k! , som for k ≥ 3 er mindre enn 1.

Vi har altså vist at R(k, k) ≥ 2^{k2} , for alle k ≥ 3.