First og Second Moment Method

1 Definisjoner I

Definisjon 1. Forventning, E(X), for en stokastisk variabel X er gitt ved

E(X) = ∑ X XP (X) .

Forventning betegnes ofte med den greske bokstaven μ.

Teorem 1. Markovs ulikhet er en mye brukt statistisk ulikhet. (Vi skal bare bruke den, ikke bevise den.)

P (X ≥ a) ≤

E(X) a . Følgende to formler er konsekvenser av Markovs ulikhet (for diskrete stokastiske variable, (1) med a = λE(X), og (2) med a = 1):

P (X ≥ λE(X)) ≤

E(X) λE(X) = 1 λ , (1)

P (X ≥ 1) ≤ E(X) P (X > 0) ≤ E(X) . (2)

2 First Moment Method

Ulikhet (2) brukes til å vise at X = 0 med høy sannsynlighet, når E(X) → 0. Bruk av denne ulikheten kalles First moment method.

Eksempel 1. Vi ser på stokastiske grafer G(n, p), og viser at når np → 0 mens n → ∞, så er G(n, p) nesten sikkert en skog.

La X_{n,k} være en stokastisk variabel som teller antall sykler av lengde k i G(n, p). Summerer vi over alle k ≥ 3 (sykler må bestå av minst tre noder), får vi det totale antalle sykler i grafen.

Vi har

P (G(n, p) har sykel) ≤ n∑ k=3 P (X_{n,k} ≥ 0) ≤ n∑ k=3 E(X_{n,k}) . Dette er First moment method.

Forventningen til X_{n,k} er gitt ved følgende

E(X_{n,k}) = ( n k ) 1 2 (k − 1)!p^k ≤ n^k k! k!p^k = (np)^k .

(^1_2 (k − 1)! er antall måter k noder kan danne en sykel på (antall måter de k nodene kan stokkes på i en sykel), og det er

(_n k ) måter å velge dem på.) Når np → 0 vil altså sannsynligeten for at G(n, p) har en sykel gå mot null.

3 Definisjoner II

Definisjon 2. Varians, V ar(X), for en stokastisk variabel X er gitt ved V ar(X) = E[(X − E(X))^2] .

(Varians er altså forventningen til funksjonen f(X) = (X − E(X))^2.) Definisjon 3. Standard avvik, Sd(X), for en stokastisk variabel X er gitt ved Sd(X) = √ V ar(X) (positiv rot).

Standard avvik betegnes ofte med den greske bokstaven σ.

Definisjon 4. Om X = X_1 + · · · + X_m, kan variansen til X beregnes med formelen

V ar(X) = m∑ i=1 V ar(X_i) + ∑ i≠j

Cov(X_i, X_j ) .

Definisjon 5. Kovariansen mellom to stokastiske variable Y , Z, Cov(Y, Z), er gitt ved Cov(Y, Z) = E(Y Z) − E(Y )E(Z) .

(Er Y og Z uavhengige, er Cov(Y, Z) = 0.)

Teorem 2. Chebyshevs ulikhet er en annen mye brukt statistisk ulikhet. (Vi igjen skal bare bruke den, ikke bevise den.)

P (|X − E(X)| ≥ a · Sd(X)) ≤ 1 a^2 . Følgende formel er en konsekvens av Chebyshevs ulikhet (for diskrete stokastiske variable, med a =^{E(X)}_{Sd(X)} ):

P (|X − E(X)| ≥ E(X)) ≤

V ar(X) E(X) . Sannsynligheten for at X har en verdi som er mer enn E(X) unna E(X) er mindre enn^{V ar(X)}_{E(X)2} . Sannsynligheten for at X = 0 er derfor også mindre enn^{V ar(X)}_{E(X)2} , ettersom X vil være nøyaktig E(X) unna E(X), når X = 0.

P (X = 0) ≤ P (|X − E(X)| ≥ E(X)) ≤

V ar(X) E(X)^2

. (3)

4 Second Moment Method

Ulikhet (3) brukes til å vise at X ≠ 0 med høy sannsynlighet, når E(X) → ∞. (Vi kan nemlig ikke slutte direkte at at X > 0 når E(X) → ∞, men intuitivt må det jo stemme at med lav varians, så vil X med høy sannsynlighet anta en verdi i nærheten av E(X).) Bruk av denne ulikheten kalles First moment method.

Korollar 1. Det følger av ulikhet (3) at når E(X) → ∞ og V ar(X) = o(E(X)^2), så er X > 0 nesten alltid. Når V ar(X) = o(E(X)^2), er jo E(X)^2 asymtotisk mye større V ar(X), slik at

V ar(X) E(X)^2 → 0.

Kan vi stille et svakere krav enn V ar(X) = o(E(X)^2), og fortsatt vise at x > 0 nesten alltid? (Dette vil gi oss en mer anvendelig metode.) Det viser seg at vi i visse tilfeller kan det. Anta at X = X_1 + · · · + X_m, og at X_i er en stokastisk indikatorvariabel for hendelse A_i. La i ∼ j bety at hendelsene A_i og A_j er avhengige av heverandre. La Δ = ∑ i∼j P (A_iA_j ).

Når i ∼ j (A_i og A_j er avhingige av hverandre), er

Cov(X_i, X_j ) = E(X_iX_j ) − E(X_i)E(X_j ) ≤ E(X_iX_j ) = P (A_iA_j ) ,

og når i ≁j og i ≠ j (A_i og A_j uavhengige), er Cov(X_i, X_j ) = 0.

Derfor kan vi skrive

V ar(X) = m∑ i=1 V ar(X_i) + ∑ i≠j

Cov(X_i, X_j )

≤ m∑ i=1 E(X_i) + ∑ i∼j P (X_iX_j )

= E(X) + Δ .

Korollar 2. Det følger av ulikhet (3) at når E(X) → ∞ og Δ = o(E(X)^2), så er X > 0 nesten alltid (^{E(X)+o(E(X)2)}

E(X)^2 → 0).

Kan vi stille et enda svakere krav enn Δ = o(E(X)^2), og fortsatt vise at x > 0 nesten alltid? Det viser seg igjen at vi i visse tilfeller kan det. Antar vi at X_1, . . . , X_m er symmetriske (at det finnes en automorfi på hendelsene A_1, . . . , A_j ), kan vi skrive (bruker P (AB) = P (BA) = P (A)P (B|A)) Δ = ∑ i∼j P (A_iA_j ) = ∑ i P (A_i) ∑ j∼i P (A_j |A_i) .

Definerer vi Δ^∗ = ∑ j∼i P (A_j |A_i), får vi Δ = ∑ i P (A_i)Δ^∗ = Δ^∗ ∑ i P (A_i) = Δ^∗E(X) .

Korollar 3. Det følger av ulikhet (3) at når E(X) → ∞ og Δ^∗ = o(E(X)), så er Δ = o(E(X)^2), så fra Korrolar 2 har vi da at X > 0 nesten alltid.

Eksempel 2. Vi ser på stokastiske grafer G(n, p), og viser at p(n) = n^{−2/3} er terskelfunksjon for når klikker av størrelse 4 oppstår i G(n, p).

For enhver mengde S på 4 noder, la hendelsen A_S være «S utgjør en klikk (K_4)», og la X_S være indikatorvariabel for hendelsen. Det er kun en måte 4 noder kan danne en K_4 på, og det er dersom alle de

(_4 2 ) = 6 mulige kantene nodene imellom er tilstede.

E(X_S ) = P (A_S ) = p^6 .

Summerer vi over alle mulige valg for S, får vi X = ∑ |S|=4

X_S ,

hvor X er antalle klikker av størrelse fire eller mer.

E(X) = ∑ |S|=4

E(X_S ) = ( n 4 ) p^6 ≃ n^4p^6 24 .

For å vise at p(n) = r(n) er en terskel for en egenskap må vi vise to ting:

1. lim_{n→∞} P (A har ikke egenskapen) = 0 når p(n) ≪ r(n)

2. lim_{n→∞} P (A har egenskapen) = 1 når p(n) ≫ r(n).

Vi buker nå first moment method til å vise punkt 1, og second moment method (Korrolar 3) til å vise punkt 2.

Når p(n) ≪ n^{−23} , er

E(X) = n^4(n^{−23} )^6 24 = n^4n^{−4} 24 = 1 24 = o(1) ,

og derfor er (first moment menthod) X = 0 nesten sikkert.

Når p(n) ≫ n^{−23} , er E(X) = ∞, og vi bruker second moment method. Se på Δ^∗ fra Korrolar 3. X_S ene er symmetriske. To hendelser A_S og A_T er avhengige av hverandre S ∼ T dersom (S ≠ T ) og S og T har felles kanter. S og T kan ha felles kanter på to måter: enten ved at de deler 2 noder, og derigjennom 1 kant; eller ved at de deler 3 noder, og derigjennom 3 kanter. (Deler de kun 1 node, har de ingen felles kanter; og deler de 4 noder, er S = T .) Det er

(_n 2 ) = O(n^2) mengder T med |S ∩ T | = 2, og for hver av disse er P (A_T |A_S ) = p^5. Det er

(_n 1 ) = O(n) mengder T med |S ∩ T | = 3, og for hver av disse er P (A_T |A_S ) = p^3. For Δ^∗ får vi derfor

Δ^∗ = O(n^2p^5) + O(np^3) .

Med p ≫ n^{−23} , er Δ^∗ = O(n^2p^5) + O(np^3) ≪ n^4p^6 = E(X) , og altså Δ^∗ = o(E(X)), slik at vi kan benytte Korrolar 3 til å vise at X ≥ 0 nesten alltid.